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摘  要 

本研究應用孔彈性理論方程式及兩種非混合流體之應力應變本構關係，推導出

含兩項非混合流體之孔隙介質的壓密理論。假設土體表面施加垂直固定壓力，我們

利用拉普斯轉換求得在不同排水與不排水邊界下潤濕與非潤濕流體超額壓力及壓密

沈陷量的一維解析解。為量化分析非飽和土壤其壓密行為，我們數值模擬三種不同

性質的非飽和土壤(砂土、坋質壤土及黏土)，其孔隙間充滿兩種不可混合之流體(空
氣及水)，分別探討不同初始飽和度、邊界條件與土壤性質所造成的影響，並配合無

因次孔隙水壓及土壤總沉陷量結果圖相互比較討論其壓密行為。 
根據數值結果得知，開始受壓以低初始飽和度土壤的壓力消散速度為最快，且

最快到達壓密沉陷穩定。對於受壓力影響的反應以砂土的速度最快，次之為坋質壤

土，變化最慢為黏土；然而黏土的總沉陷量為最大，次之為坋質壤土，而沉陷量最

小為砂土，發現此結果與土壤基質統體模數有關。 

關鍵詞：孔彈性理論，固定壓力，壓密，總沉陷量，土壤基質統體模數。 

ABSTRACT 

In this study, a theoretical analysis of consolidation behaviors for an elastic porous 
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medium containing two immiscible, compressible, viscous fluids is presented based on 
the theory of poroelasticity and the linear stress-strain relationship.  Using Laplace 
transformation, we derive the analytical solution of the excess pore pressure of the 
wetting and nonwetting fluids as well as soil settlement for different drained and 
undrained boundaries under a constant external load.  To quantitatively investigate the 
consolidation process of an unsaturated porous medium, a numerical study was carried 
out to determine the dimensionless pore water pressure and soil settlement for sand, silt 
loam and clay whose pore space is simultaneously occupied by air and water as illustrative 
examples.  Then, the effect of fluid saturation, boundary condition, and soil texture on 
the dimensionless pore water pressure and soil settlement was also examined.   

Our numerical results show that the dimensionless pore water pressure dissipates faster 
as water saturation is lower, in which soil settlement also tends to achieve stable faster.  In 
addition, it is also revealed that sand was the fastest to respond to the external load, followed 
by silt loam and clay.  Lastly, soil settlement is found to be greatest in clay, followed by 
silt loam and sand, which is mainly dominated by the bulk modulus of solid matrix. 

Keywords: Poroelasticity theory, Constant loading, Consolidation, Total settlement, 
Bulk modulus of solid matrix. 
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一、前 言 

台灣地區近年來由於經濟快速成長，沿海地

區土地利用型態改變，養殖漁業、農業灌溉、工

業用水需求激增，由於地下水成本低廉，因此許

多民眾大量開鑿水井抽取地下水。然而目前既有

管理制度仍無法完整落實，造成地下水位下降、

海水入侵、土地鹽化等問題，導致國土資源喪

失，地下水資源耗竭，因此容易產生與地層下陷

有關之公共工程設施損壞之問題。根據經濟部水

利署已校核之監測數據顯示，台灣西部沿海地區

地層持續下陷，速率每年高於 3 公分，面積總計

為 1147 平方公里。其中以雲林縣境 678.6 平方公

里、彰化縣境內 263.4 平方公里及嘉義縣境內 170
平方公里為最嚴重，此三縣沉陷面積非但占總沉

陷面積 97%，且最大沉陷量為 2.36 公尺，情況極

為嚴峻[胡思聰, 2007]。 
然而地層下陷的現象大部分發生在非飽和

土壤中，而目前探討壓密沉陷的問題通常以

Terzaghi (1943)和 Biot (1941)兩者的理論最被廣

泛應用。其中 Terzaghi (1943)對於孔隙流體的流

動及固體的變形量在方程式中是用一個參數表

示，即壓密係數 vc  (coefficient of consolidation)；
Biot (1941)是假設壓力由固體及流體來承受，因

此建立互制行為(coupled)的方程式，即方程式中

的流體項有考慮固體的變形，固體項有考慮流體

的壓縮。但上述兩者的理論皆假設土體為飽和之

狀態，因此對於未飽和土壤壓密沉陷問題並不適

用。 
有鑒於實際現地之情況，大部分壓密沉陷的

問題是發生於非飽和土壤，且孔隙間常為多相不

可混合的流體，如空氣、水及油等。因此本研究

應用 Lo et al. (2005)所提出之多孔隙介質中含有

兩項不相容、可壓縮且具有黏滯性流體的孔彈性

理論方程式進行研究。此理論考慮土壤固體與孔

隙間流體運動時所產生的慣性互制及黏性互制

之行為。相較於 Terzaghi (1943)的理論只能在土

壤為飽和狀態下討論，而 Lo et al. (2005)的方程

式考慮應用在未飽和狀態下，較符合實際土壤的

條件，並配合土壤性質及流體性質之參數，進而

分析求得孔隙水壓及土壤總沉陷量。 
然而透過孔隙水壓的變化可以了解並探討
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許多物理的現象，如 Chrysikopoulos et al. (2004)
透過實驗研究應力波對於地下水層整治的影響

及 Fabian et al. (2003)觀察抽取地下水所引起的

地表沉陷現象等問題，因此精確的模擬土壤孔隙

間流體的流動為非常重要。蔡(2006)討論十一種

土壤且孔隙間流體組合為空氣和水，比較不同土

壤性質之壓密沉陷；董(2007)針對孔隙間流體為

空氣和水、水和油及空氣和油三種不同之組合，

並採用哥倫比亞砂質壤土及林肯砂土的壓密沉

陷做比較。上述之研究皆運用 Tuncay et al. (1996)
提出之體積平均理論來模擬兩種不可混合的牛

頓流體之孔彈性介質的沉陷變化，此理論是用微

觀的方式得到質量與動量平衡的方程式。然而蔡

(2006)與董(2007)只針對特定邊界條件(即土體上

方為透水層與大氣接觸，下方為不透水層)做模

擬，因此本研究將對於邊界條件的探討有更完整

之描述。 
本研究將探討砂土、坋質壤土及黏土三種不

同性質之土壤，於土體表面施加垂直固定壓力為
51 10  Pa× ，假設土體深度為 1 公尺，且孔隙間流

體為空氣及水的組合(空氣為非濕潤性流體即流

體 1，水為濕潤性流體即流體 2)，其中空氣及水

在本研究中皆視為可壓縮之流體，模擬三種不同

之邊界條件，並配合 Rawls et al. (1992)所提出之

土壤性質參數及 Lo et al. (2007)之相關參數透過

程式計算求得結果。主要分析壓密沉陷與孔隙水

壓的變化，探討不同土壤初始飽和度、邊界條件

與土壤性質的影響，並透過無因次孔隙水壓與土

體深度關係及總沉陷量與時間關係之結果相互

比較討論。 

二、 研究理論 

2.1 控制方程式 
模擬土壤表面施加固定壓力，並分析土壤壓

力及沉陷量的變化。然而沉陷的過程為準靜態之

模擬。因此可將方程式中的慣性項忽略，此項的

忽略是探討土壤沉陷變化的典型假設[Terzaghi; 
1943; Biot, 1956]。本研究應用 Lo et al. (2005)所
提出之多孔隙介質中含有兩項不相容、可壓縮且

具有黏滯性流體的孔彈性理論方程式，在忽略慣

性項後簡化為： 

1
1 1 1( )s

s
u uR p
t t

θ∂ ∂
− − = − ∇

∂ ∂

r r
ur

....................... (1.1) 

2
2 2 2( )s

s
u uR p
t t

θ∂ ∂
− − = − ∇

∂ ∂

r r
ur

...................... (1.2) 

其中 uα

r
為孔隙介質中 α項的位移向量，當下標

α = s 表示為固體項，α = 1 為非濕潤性流體(流體

1)，α = 2 為濕潤性流體(流體 2)，其中非濕潤性

流體及濕潤性流體的判別是以流體與固體表面

的接觸角來定義，當接觸角大於 90°者為非濕潤

性流體，反之小於 90°則為濕潤性流體。在本文

中我們定義空氣為非濕潤性流體，水為濕潤性流

體；pξ和 θξ分別為孔隙流體壓力及流體的體積分

量(
V
V

ξ
ξθ = )，下標 ξ ( 1,  2ξ = )表示非濕潤性流體

及濕潤性流體； sR ξ (
2

s rk k
ξ ξ

ξ

θ η
≡ − )為流體項與固體項

之間的黏滯互制阻力參數，其中 ηξ為流體的動力

黏滯係數，ks為孔隙介質的滲透係數，krξ為孔隙

介質與流體的相對滲透係數，且參數 ηξ與 krξ之

間關係為相對運動率 rk
B ξ

ξ
ξη

= [Lake, 1989]。然而

將(1.1)及(1.2)式中，對於流體間黏滯互制所造成

的黏性阻力參數(R12 = R21 = 0)忽略，只保留流體

與固體間的黏滯互制造成的黏性阻力參數(Rs1、

Rs2) [Gray, 1983]。 

 
2.2 應力-應變關係式 

為了模擬流體在土壤孔隙中的傳遞，因此須

了解固體和流體之間應力與應變的關係，Lo et al. 
(2005)根據 Biot (1962)的模式推導均質且等向的

未飽和孔隙介質之應力-應變關係式如下： 

11 12 1 13 2
22 [( ) ]
3

st Ge a G e a aε ε δ= + − + + .. (2.1) 

1 1 12 22 1 32 2p a e a aθ ε ε− = + + ........................ (2.2) 

2 2 13 23 1 33 2p a e a aθ ε ε− = + + ....................... (2.3) 

壓密載重對於未飽和多孔隙介質的影響在
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固體項和兩種不可混合的流體之間是以互制的

方式反應在方程式當中，其中 st 為固體項所能承

受的應力張量；e 和 ξε 分別為固體項與流體項的

體積應變量，而固體的應變張量為
1
2

e =  

( )
T

s su u∇ + ∇
uruur uruur

；δ 為單位張量；G 為孔隙介質的

剪力模數； ija ( , 1,2,3i j = )為彈性係數，如下： 

( )11 1s sa K φ δ= − −  ................................ (3.1) 

12 21 1sa a K δ= = −  ................................ (3.2) 

13 31 2sa a K δ= = −  ................................ (3.3) 

1 1 2 1 1 1 2 1 1
22 1 2 1 1 1 1 1

1 1 1

1
1 1c c c

dS K K S dS K K S dSa K K K S K S
M dp S dp S dp

φδ φ
⎡⎛ ⎞ ⎤

= − + + + +⎢⎜ ⎟ ⎥− −⎢⎝ ⎠ ⎦⎣
........................................ (3.4) 

1 2 1 2 1
23 32

1
s

s c

K K dSa a K
M dp

δ δ φ
δ

⎛ ⎞
= = − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
................................................................................................ (3.5) 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 1 2 11 1 1
33 1 2 2 1 2 2 1

1 1 1

1 11 1 1
c c c

K K S K K SdS dS dSa K K K S K S
M dp S dp S dp

φ
δ φ

⎧⎡ ⎤ ⎫− −⎪ ⎪= − + + − + + −⎢ ⎥⎨ ⎬
⎢ ⎥ ⎪⎪⎣ ⎦ ⎭⎩

..... (3.6) 

 

其中φ 為孔隙率，且 1
1S θ

φ
= 為孔隙中非濕潤性流

體飽和度， 2 11S S= − 為孔隙中濕潤性流體飽和

度； cp 為毛細壓力；Kβ 為統體模數，下標 sβ =

表示為土壤顆粒， bβ = 表示為土壤基質， 1β =
為非濕潤性流體， 2β = 為濕潤性流體； sδ 、 1δ
及 2δ 為孔隙變化之無因次參數，其定義如下： 

2

1

(1 )

( 1 )

b
s

s
s

b
s

s

K K
K

M KK
M K

φ
δ

φ

− −
=

+ − +
.......................(4.1) 

1 2 1 1
1 1 2

2
1

1 2

( )(1 )

( 1 )

b

c c s

b
s

s

dS K S dS KK S K
dp S dp K

KK M M
K

φ
δ

φ

+ + − −
=

+ − +
 

 .................................(4.2) 

1 1
2 1

1
2

1 2

(1 )(1 )

( 1 )

b

c s

b
s

s

K dS KK S
S dp K

KK M M
K

φ
δ

φ

− + − −
=

+ − +
........(4.3) 

而 M1及 M2為流體蓄水因子： 

1 1 2 1
1

1 2

( 1)
c c

K dS K dSM
S dp S dp

≡ − + + ................... (5.1) 

1 2 1 1 1 2 2
2

1 2 c

K K dS K S K SM
S S dpφ φ φ

≡ + + ............... (5.2) 

其中 M1 為有效非濕潤性流體蓄水因子，M2 為

第二有效蓄水因子，皆由毛細壓力曲線而定義

[Lo et al., 2005]。 
根據 Biot (1962)理論，總應力張量為固體項

和流體項應力張量的總和，如下： 

s ft pτ φ δ= −  ................................... (6) 

其中τ 為總應力張量； fp 為流體的壓力且為孔隙

介質中兩種不可混合之流體總和，並將

1 1 2 2fp S p S p= + 帶入(6)式，可得如下： 

1 1 2 2 1 1 2 2( ) ( )s st S p S p t p pτ φ δ θ θ δ= − + = − +  

 ................................... (7) 

將(2.1)、(2.2)及(2.3)式帶入(7)式中，如下： 

11 12 1 13 2 1 1 2 2
22 [( ) ]
3

Ge a G e a a p pτ ε ε θ θ δ= + − + + − −  

 ................................... (8) 
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根據(2.2)及(2.3)式解聯立後，得到 1ε 與 2ε 之結果如下： 

12 33 13 23 1 33 2 23
1 1 2 1 2 1 3 22 2 2

23 22 33 23 22 33 23 22 33

( )
( ) ( ) ( )
a a a a a ae p p d e d p d p
a a a a a a a a a

θ θε −
= + − = + +

− − −
................................. (9.1) 

13 22 12 23 1 23 2 22
2 1 2 4 5 1 6 22 2 2

23 22 33 23 22 33 23 22 33

( )
( ) ( ) ( )
a a a a a ae p p d e d p d p

a a a a a a a a a
θ θε −

= − + = + +
− − −

................................ (9.2) 

將(9.1)及(9.2)式帶入(8)式中，則總應力可表示為： 

11 12 1 13 4 12 2 13 5 1 1 12 3 13 6 2 2
22 [( ) ( ) ( ) ]
3

Ge a G a d a d e a d a d p a d a d pτ θ θ δ= + − + + + + − + + − ..................... (10) 

再將(1)式等號兩邊皆作散度運算，把(9.1)及(9.2)式帶入，如下： 

21 2
1 2 3 1 1 1[ ( 1) ]s

p p eR d d d p
t t t

θ∂ ∂ ∂
− + + − = − ∇

∂ ∂ ∂
.................................................................................. (11.1) 

21 2
2 5 6 4 2 2[ ( 1) ]s

p p eR d d d p
t t t

θ∂ ∂ ∂
− + + − = − ∇

∂ ∂ ∂
................................................................................. (11.2) 

然而本研究是探討一維壓密沉陷的變化，因此上述(10)、(11.1)及(11.2)式取一維垂直方向後如下

所示： 

*
11 12 1 13 4 12 2 13 5 1 1 12 3 13 6 2 2

4( ) ( ) ( )
3

wp a G a d a d a d a d p a d a d p
z

θ θ∂
− = + + + + + − + + −

∂
......................... (12.1) 

2
1 2 1 1

2 3 1 2
1

( 1) ( )
s

p p w pd d d
t t t z R z

θ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + − =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
................................................................................... (12.2) 

2
1 2 2 2

5 6 4 2
2

( 1) ( )
s

p p w pd d d
t t t z R z

θ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + − =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
................................................................................. (12.3) 

其中
w
z

∂
∂

為土壤垂直方向沉陷量 w 隨深度的變化； *p 為土體表面施加垂直的固定壓力。將(12.1)式移

項後，可求得土壤垂直方向的沉陷變化： 

*
12 2 13 5 1 12 3 13 6 2

1 2

11 12 1 13 4 11 12 1 13 4 11 12 1 13 4

( ) ( )
4 4 4( ) ( ) ( )
3 3 3

w p a d a d a d a dp p
z a G a d a d a G a d a d a G a d a d

θ θ∂ + − + −
= − − −

∂ + + + + + + + + +
 (13) 

因為在壓密過程中，總應力為定值不會隨時間改

變，因此將(13)式帶入(12.2)及(12.3)式，如下： 

2
1 2 1

1 2 1 2

p p pq q b
t t z

∂ ∂ ∂
+ =

∂ ∂ ∂
.........................(14.1) 

2
1 2 2

3 4 2 2

p p pq q b
t t z

∂ ∂ ∂
+ =

∂ ∂ ∂
........................(14.2) 

其他參數定義如下： 

1 12 2 13 5 1
1 1 2

11 12 1 13 4

( 1)( )[ ]4( )
3

d a d a dq d
a G a d a d

θθ − + −
= −

+ + +
... (15.1) 

1 12 3 13 6 2
2 1 3

11 12 1 13 4

( 1)( )[ ]4( )
3

d a d a dq d
a G a d a d

θθ − + −
= −

+ + +
.. (15.2) 
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4 12 2 13 5 1
3 2 5

11 12 1 13 4

( 1)( )[ ]4( )
3

d a d a dq d
a G a d a d

θθ − + −
= −

+ + +
..(15.3) 

4 12 3 13 6 2
4 2 6

11 12 1 13 4

( 1)( )[ ]4( )
3

d a d a dq d
a G a d a d

θθ − + −
= −

+ + +
..(15.4) 

2
1 1

1
1 1

s r

s

k kb
R
θ

η
= − =   .............................(15.5) 

2
2 2

2
2 2

s r

s

k kb
R
θ

η
= − =  ...............................(15.6) 

為了求解(13)、(14)式中
w
z

∂
∂

、p1及 p2，因此須配

合初始條件及邊界條件的假設，並帶入方程式中

運算求解。 

 
2.3 初始條件 

在此定義 z = 0 為土體表面、z = h 為土體

底部，且根據 Terzaghi (1943)的假設，當外部

固定壓力(p*)施加在含有流體的多孔隙介質土

體上時，在初始的時候壓力是假設完全由流體

來承受，因此 *( ,0)fp z p= 。並考慮非濕潤流體

飽和度變化量 (ΔS1)極小且趨近於 0，因此

1 2
1

1

0
c

p pS dp
dS

−
Δ = ≅ ，則 1p 及 2p 如下所示： 

*
1( ,0)p z p=  ...............................(16.1) 

*
2( ,0)p z p=  ...............................(16.2) 

 
2.4 邊界條件 

將 討 論 三 種 不 同 之 邊 界 條 件 分 別 為

Case1~Case3。其中 Case1 模擬現地土體表面為透

水層，底部為岩盤或任何不透水層之假設；Case2
模擬當現地情況為上下皆為透水層時之情形；然

而 Case3 與 Case1 為相反之邊界條件，主要是用

來驗證是否與 Case1 的模擬具對稱關係。 
(1) Case1(Top-D, Bottom-U)：土體表面(z = 0)為透

水層與大氣接觸，底部(z = h)為不透水層。 

1 2(0, ) (0, ) 0p t p t= =  .............................. (17.1) 

1 2( , ) ( , ) 0p h t p h t
z z

∂ ∂
= =

∂ ∂
.......................... (17.2) 

假設 1( , )p z t 及 2 ( , )p z t 可由傅利葉級數表示： 

1 1
0

( , ) ( )sin( )nn
n

p z t p t zλ
∞

=

= ∑ ..................... (18.1) 

2 2
0

( , ) ( )sin( )nn
n

p z t p t zλ
∞

=

= ∑ .................... (18.2) 

其中
(2 1)

2n
n

h
πλ +

= ，再將(18.1)及(18.2)式帶入

(14.1)及(14.2)式，得： 

' ' 2
1 1 2 2 1 1

0

[ ( ) ( ) ( )]sin( ) 0n n n n n
n

q p t q p t b p t zλ λ
∞

=

+ + =∑  

 .............................. (19.1) 

' ' 2
3 1 4 2 2 2

0
[ ( ) ( ) ( )]sin( ) 0n n n n n

n

q p t q p t b p t zλ λ
∞

=

+ + =∑  

 .............................. (19.2) 

依據上述可得如下： 

' ' 2
1 1 2 2 1 1( ) ( ) ( ) 0n n n nq p t q p t b p tλ+ + = .......... (20.1) 

' ' 2
3 1 4 2 2 2( ) ( ) ( ) 0n n n nq p t q p t b p tλ+ + = ........ (20.2) 

根據 Tuncay and Corapcioglu(1996)的計算方法，

並透過拉普拉斯轉換得到 1 ( )np t 及 2 ( )np t 之解： 

1 1 2 21 ( ) exp( ) exp( )n n n nnp t A t A tα α= − + − . (21.1) 

3 1 4 22 ( ) exp( ) exp( )n n n nnp t A t A tα α= − + − (21.2) 

係數 1nA 、 2nA 、 3nA 及 4nA 定義如下： 

� 2
21

1 1 1 2
1 2

[ ( )]
( )

n
n n

n n

p bA q qλα
α α

= − +
− Δ

.... (22.1) 

� 2
21

2 2 1 2
1 2

[ ( )]
( )

n
n n

n n

p bA q qλα
α α

= − + +
− Δ

. (22.2) 
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� 2
12

3 1 3 4
1 2

[ ( )]
( )

n
n n

n n

p bA q qλα
α α

= − +
− Δ

....(22.3) 

� 2
12

4 2 3 4
1 2

[ ( )]
( )

n
n n

n n

p bA q qλα
α α

= − + +
− Δ ..(22.4) 

其他相關係數： 

1 4 2 3q q q qΔ = −  ...............................(23.1) 

�
*

1
2

n

pp
hλ

=
 ...............................(23.2) 

�
*

2
2

n

pp
hλ

=
 ...............................(23.3) 

2

1 1 2 4 1

4 4
2 1 2

1 2 4 12

( )
2

1 4( )
2

n
n

n n

q b q b

b bq b q b

λα

λ λ

= +
Δ

+ + −
Δ Δ

..... (23.4) 

2

2 1 2 4 1

4 4
2 1 2

1 2 4 12

( )
2

1 4( )
2

n
n

n n

q b q b

b bq b q b

λα

λ λ

= +
Δ

− + −
Δ Δ

..... (23.5) 

依據(13)式是假設土壤伸長量為正，因此求解隨

時間變化的土壤垂直方向總沉陷量 ( )tζ 時須加

負號將壓縮量表示為正： 

 
*

0
11 12 1 13 4

12 2 13 5 1 1 1 2 2

0
11 12 1 13 4

12 3 13 6 2 3 1 4 2

0
11 12 1 13 4

( ) 4( )
3

( ) [ exp( ) exp( )]
4( )
3

( ) [ exp( ) exp( )]
4( )
3

h

n n n n

n n

n n n n

n n

w p ht dz
z a G a d a d

a d a d A t A t

a G a d a d

a d a d A t A t

a G a d a d

ζ

θ α α
λ

θ α α
λ

∞

=

∞

=

∂
= − =

∂ + + +

+ − × − + × −
+

+ + +

+ − × − + × −
+

+ + +

∫

∑

∑

...................................... (24) 

(2) Case2 (Top-D, Bottom-D)：土體表面及底部皆

為透水層與大氣接觸。 

1 2(0, ) (0, ) 0p t p t= =  ...............................(25.1) 

1 2( , ) ( , ) 0p h t p h t= = ...............................(25.2) 

與上述 Case1 的求解方式相同，且 1( , )p z t 及

2 ( , )p z t 之解如同(18.1)及(18.2)式，但 Case2 邊界

條 件 中 的 參 數 n
n
h
πλ = 、 � �

*

1 2
2

n

pp p
hλ

= =  

[1 cos( )]nπ− ，然而隨時間改變之土壤總沉陷量

( )tζ 如下： 

 
*

11 12 1 13 4

12 2 13 5 1 1 1 2 2

0
11 12 1 13 4

12 3 13 6 2 3 1 4 2

0
11 12 1 13 4

( ) 4( )
3

( ) [ exp( ) exp( )][1 cos( )]4( )
3

( ) [ exp( ) exp( )][1 cos(4( )
3

n n n n

n n

n n n n

n n

p ht
a G a d a d

a d a d A t A t n
a G a d a d

a d a d A t A t n
a G a d a d

ζ

θ α α π
λ

θ α α
λ

∞

=

∞

=

=
+ + +

+ − × − + × −
+ −

+ + +

+ − × − + × −
+ −

+ + +

∑

∑ )]π

................... (26) 
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(3) Case3 (Top-U, Bottom-D)：土體表面為不透水

層，底部為透水層與大氣接觸。 

1 2(0, ) (0, ) 0p t p t
z z

∂ ∂
= =

∂ ∂
..........................(27.1) 

1 2( , ) ( , ) 0p h t p h t= = ...............................(27.2) 

此 1( , )p z t 及 2 ( , )p z t 與(18.1)及(18.2)式不同，

由傅利葉級數表示如下： 

1 1
0

( , ) ( )cos( )nn
n

p z t p t zλ
∞

=

= ∑ .................... (28.1) 

2 2
0

( , ) ( )cos( )nn
n

p z t p t zλ
∞

=

= ∑ ................... (28.2) 

求解方式與上述皆相同，但參數
(2 1)

2n
n

h
πλ +

= 、

� �
*

1 2
2 (2 1)sin( )

2n

p np p
h

π
λ

+
= = ，且土壤總沉陷量

( )tζ 如下： 

 
*

12 2 13 5 1

11 12 1 13 4 11 12 1 13 4

1 1 2 2 12 3 13 6 2

0
11 12 1 13 4

3 1 4 2

0

( )( ) 4 4( ) ( )
3 3

[ exp( ) exp( )] (2 1) ( )sin( ) 42 ( )
3

[ exp( ) exp( )] (2sin(

n n n n

n n

n n n n

n n

p h a d a dt
a G a d a d a G a d a d

A t A t n a d a d

a G a d a d

A t A t

θζ

α α π θ
λ

α α
λ

∞

=

∞

=

+ −
= +

+ + + + + +

× − + × − + + −
+

+ + +

× − + × −

∑

∑ 1) )
2

n π+

....................... (29) 

 

三、數值模擬 

3.1 保水曲線 
自然界中的土層常為非飽和狀態，而土壤保

水曲線是來描述毛細壓力 hc 與流體飽和度 2S 之

間的關聯性。對於保水曲線方面有不少學者提出

經驗公式，如 Brook-Corey (1964)、Campbell 
(1974)、van Genuchten (1980)等，本研究將以 van 
Genuchten (1980)之經驗公式來推求毛細張力與

流體飽和度的關係，此為最常應用之模式： 

2[1 ( ) ]n m
ch Sχ −+ =  ..................................(30) 

其中
2

c
c

ph
gρ

= ； 2 2
2

2 2

r

s rS θ θ
θ θ

−
=

−
為濕潤性流體有效飽

和度， 2θ 為濕潤性流體體積分量、 2
sθ 及 2

rθ 分別

為濕潤性流體飽和體積分量和濕潤性流體殘餘

體積分量； χ 、m 和 n 皆為模合參數，且

11m -
n

= 。有鑒於上述之(3)、(4)及(5)式，需求解

彈性係數 ija ( , 1,2,3i j = )中之 1

c

dS
dp

，因此再將(30)

式重導： 

1 1

1
1 [(1 ) 1]m n

ch S
χ

−
= − − ............................... (31) 

延伸推導出 1

c

dS
dp

之結果： 

11 1 1( 1) ( 1)
1 2

1 1[(1 ) 1] (1 )m n m

c

dS g S S
dp mn

ρ
χ

−−
− − +⎡ ⎤

= − − −⎢ ⎥
⎣ ⎦

.  

 ................................. (32) 
 

3.2 水力傳導函數 
欲求得水力傳導函數之典型方法是透過保

水曲線[van Genuchten, 1980]與 Burdine (1953)及
Mualem (1976)概念性孔隙大小分佈模式之系統

中做結合。在任何飽和度下，濕潤性流體與非濕

潤性流體的相對滲透係數之方程式如下： 
1

2
1 2 2 2( ) (1 ) [1 ( ) ]λ mm

rk S S S= − − ............... (33.1) 

1
2

2 2 2 2( ) ( ) {1 [1 ( ) ] }λ mm
rk S S S= − − ............ (33.2) 
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其中 1rk 及 2rk 分別為非濕潤性流體與濕潤性流體

之相對滲透係數； λ 為模合參數。 
 

3.3 土壤性質與相關參數 
本研究透過 MATLAB 計算求解孔隙流體壓

力 1( , )p z t 、 2 ( , )p z t 及隨時間改變之土壤總沉陷量

( )tζ ，且假設土體表面承受固定壓力及其它所需

之參數如表 1 所示，在此配合三種不同之邊界條

件，分別對於砂土、坋質壤土及黏土(表 2)做探討。 

四、結果與討論 

本研究以砂土、坋質壤土及黏土三種不同性

質之土壤，模擬土體表面施加固定壓力，並探討

不同初始飽和度及不同邊界條件下孔隙水壓及

壓密沉陷之變化，透過無因次孔隙水壓與土體深

度圖及總沉陷量與時間圖之結果相互比較討論。 
圖 1~圖 4 為砂土之無因次孔隙水壓在土壤

中的變化，且呈現三種不同邊界條件(a) Case1, (b) 
Case2, (c) Case3 之結果，並配合不同時間尺度

(10 seconds, 1 minute, 1 hour 及 1 day)討論其變

化。如同上述圖 5~圖 8 與圖 9~圖 12 分別為坋質 
 

表 1  模式之相關參數 [Lo et al., 2007] 

各種參數 符號 數值 
固定壓力(垂直方向) p* 1 × 105 Pa 
土體深度 h 1 m 
固體顆粒統體模數 Ks 35 × 109 Pa 
非濕潤性流體之統體模數(空氣) K1 0.145 × 106 Pa
濕潤性流體之統體模數(水) K2 2.25 × 109 Pa
非濕潤性流體之黏滯係數(空氣) η1 18 × 10-6 Ns/m2

濕潤性流體之黏滯係數(水) η2 0.001 Ns/m2 
非濕潤性流體之密度(空氣) ρ1 1.1 kg/m3 
濕潤性流體之密度(水) ρ2 997 kg/m3 

 

壤土及黏土之無因次孔隙水壓在土壤中的變化

圖。圖 13~圖 15 分別為砂土、坋質壤土及黏土之

沉陷量與時間之關係圖，皆顯示不同邊界之變

化。然而每張圖之曲線皆以三種不同初始飽和度

( 2S 分別為 0.7、0.8 及 0.9)表示。 
 

4.1 邊界條件之比較 
討論土體在不同邊界條件假設時，比較孔隙

水壓及壓密沉陷之變化，如圖 1~圖 12 之(a) 
Case1、(b) Case2 及(c) Case3，此三種不同邊界條

件皆於土體開始受壓力影響時，其無因次孔隙水

壓 *
2 /p p 會隨著越靠近透水表面而越小，因為透

水層與大氣接觸，因此越靠近透水表面時壓力越

容易消散，所以(a) Case1 於上方透水表面處
*

2 /p p 則越小與(c) Case3 呈現相反之情況；而(b) 
Case2 之土體上下皆為透水表面，所以上下壓力

消散較快。上述之內容於不同時間尺度下，皆有

相同之情況，隨著時間的增加則 *
2 /p p 趨近於

0，表示壓力逐漸完全的消散。 

 
4.2 初始飽和度之比較 

相同土壤條件下及不同初始飽和度之情

況，如圖 1 (Time=10 seconds)之(a)~(c)，三種不

同邊界條件皆發現初始飽和度 2S 越大則 *
2 /p p

消散越慢，此結果與相對運動率 rk
B ξ

ξ
ξη

= 有關，

Bξ 值越大代表越容易消散，而本研究之 rk ξ 極

小，因此 ξη 為相對運動率之主要影響參數。當

2 0.7S = (即空氣之飽和度 1 0.3S = )時，孔隙間之

流體含量比例相較於 2 0.8S = 及 0.9 含有較多的

空氣含量，且空氣的黏滯係數非常小，所以

1 2B B> ，因此受到壓力梯度影響時，相較於水，  

 
表 2  土壤性質之參數 [Rawls et al., 1992] 

模合參數 
土壤種類 

土壤基質統體模數 
Kb (Pa) 

剪力模數 
G (Pa) 

滲透係數 
ks (m2) 

孔隙率 
φ χ (1/m) n = λ 

砂土(Sand) 35.3×106 13.3×106 5.946×10-12 0.437 6.258 1.694 
坋質壤土(Silt loam) 16.2×106 5.5×106 1.925×10-13 0.501 1.966 1.234 

黏土(Clay) 4.5×106 2.4×106 1.699×10-14 0.475 1.168 1.165 
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圖 1 砂土之無因次孔隙水壓與深度圖(Time = 10 second, Case1~Case3) 
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圖 2 砂土之無因次孔隙水壓與深度圖(Time = 1 minute, Case1~Case3) 
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圖 3 砂土之無因次孔隙水壓與深度圖(Time = 1 hour, Case1~Case3) 
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圖 4 砂土之無因次孔隙水壓與深度圖(Time = 1 day, Case1~Case3) 
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圖 5 坋質壤土無因次孔隙水壓與深度圖(Time = 10 second, Case1~Case3) 
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圖 6 坋質壤土無因次孔隙水壓與深度圖(Time = 1 minute, Case1~Case3) 
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圖 7 坋質壤土無因次孔隙水壓與深度圖(Time = 1 hour, Case1~Case3) 
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圖 8 坋質壤土無因次孔隙水壓與深度圖(Time = 1 day, Case1~Case3) 
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圖 9 黏土之無因次孔隙水壓與深度圖(Time = 1 0second, Case1~Case3) 
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圖 10 黏土之無因次孔隙水壓與深度圖(Time=1minute, Case1~Case3) 
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圖 11 黏土之無因次孔隙水壓與深度圖(Time=1hour, Case1~Case3) 

 
 

-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

p2/p

D
is

ta
nc

e 
fr

om
 th

e 
bo

tto
m

 (m
) (a) Clay-Case 1, t4 = 1 day

s2 = 0.7
s2 = 0.8
s2 = 0.9

-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

p2/p*

D
is

ta
nc

e 
fr

om
 th

e 
bo

tto
m

 (m
) (b) Clay-Case 2, t4 = 1 day

-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

p2/p*

D
is

ta
nc

e 
fr

om
 th

e 
bo

tto
m

 (m
) (c) Clay-Case 3, t4 = 1 day

 

圖 12 黏土之無因次孔隙水壓與深度圖(Time=1day, Case1~Case3) 
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圖 13 砂土之總沉陷量與時間圖(Case1~Case3) 
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圖 14 坋質壤土之總沉陷量與時間圖(Case1~Case3) 
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圖 15 黏土之總沉陷量與時間圖(Case1~Case3) 

 
 

空氣較容易受壓後排出使得壓力消散。然而圖 5
之(a)~(c)及圖 9 之(a)~(c)於相同土壤條件下，結

果與上述相同。 
同理，比較初始飽和度 2 0.7S = ，0.8 及 0.9

之總沉陷量與時間圖，如圖 13 之(a)~(c)，在受

壓力影響時，初始飽和度 2S 越大而 *
2 /p p 消散

越慢，因此沉陷速度也較慢，初期時沉陷速度

以 2 0.7S = 為最快，次之為 2 0.8S = ，而 2 0.9S =

為最慢，且 2 0.7S = 為最快到達沉陷穩定，次之

為 2 0.8S = ，而 2 0.9S = 為最慢到達壓密沉陷穩

定。 

4.3 土壤性質之比較 
主要針對砂土、坋質壤土及黏土做探討，並

透過無因次孔隙水壓圖及總沉陷量圖了解各種

土壤性質之變化。 
首先比較相同時間條件下，不同土壤性質之

變化，如圖 1、圖 5 及圖 9 之(a)~(c)，不論何種

邊界條件及初始飽和度皆以砂土的壓力消散最

快，次之為坋質壤土，壓力消散最慢為黏土，因

為砂土顆粒粒徑為最大，因此顆粒間孔隙也較

大，則孔隙間之流體較容易排出，使得壓力消

散，且砂土於受壓力 1 小時後，其壓力變化趨近
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於 0，坋質壤土則於 1 天後，其壓力變化趨近於

0，但黏土之壓力變化則需較長之時間使其消

散。亦可由總沉陷量圖 13、圖 14 及圖 15 相互比

較，在相同初始飽和度時，此三種土壤皆以砂土

為最快到達壓密沉陷穩定，次之為坋質壤土，最

慢到達穩定為黏土。如圖 13 砂土達沉陷穩定時

間約為 200 秒，圖 14 坋質壤土達沉陷穩定時間

約為 2000 秒，而圖 15 黏土達沉陷穩定時間約為

20000 秒，其後沉陷量變化極小趨於定值。 
然而土壤壓密所造成之沉陷量，以黏土的沉

陷量為最大，次之為坋質壤土，而沉陷量最小為

砂土，此結果與土壤基質統體模數 bK 值有關，

因為 bK 值越大時，表示土壤可壓縮性越小，如

表 2 所示砂土之 bK 值為最大，所以沉陷量較小，

反觀黏土 bK 值為最小，因此沉陷量為最大。 

五、結論 

針對不同土壤性質在不同邊界條件及不同

初始飽和度下做探討，觀察土壤壓密沉陷及孔隙

水壓之變化，並應用 Lo et al., 2005 提出之兩項流

體的孔彈性理論方程式進行模擬。 
根據結果得知無因次孔隙水壓 *

2 /p p 會隨著

接近透水表面而壓力越容易消散，且隨著壓密時

間的增加，則 *
2 /p p 逐漸趨於 0，表示壓力完全

消散。然而在相同土壤性質下不同初始飽和度

時，以低初始飽和度土壤的壓力消散速度為最

快，且最快到達壓密沉陷穩定。對於受壓力影響

的反應以砂土受壓力影響的反應為最快，次之為

坋質壤土，變化最慢為黏土，此與土壤顆粒間的

孔隙大小有關，孔隙越大則流體較容易受壓後排

出，使得壓力消散，且根據總沉陷量模擬結果(圖
13、圖 14 及圖 15)發現，砂土為最快達到壓密沉

陷穩定(約 200 秒時可達到沉陷穩狀態)，次之為

坋質壤土(約 2000 秒時可達到沉陷穩狀態)，最慢

達到壓密沉陷穩定為黏土(約 20000 秒時可達到

沉陷穩狀態)。然而探討土壤總沉陷量，以黏土的

沉陷量為最大，次之為坋質壤土，而沉陷量最小

為砂土，此結果與土壤基質統體模數 bK 值有

關，因為 bK 代表土壤可壓縮性，因此透過土壤

bK 值，便了解土壤之沉陷量變化。 

符號說明 

1nA 、 2nA 、

3nA 、 4nA
[ 2

M
LT

] 參數，定義於方程式(22) 

ija ( )ij jia a=
[ 2

M
LT

] 彈性係數 ( , 1,2,3)i j = 定義

於方程式(3) 

Bξ [ LT
M

] 相對運動率 

b1、b2 [
3L T

M
] 參數，定義於方程式(15) 

d1、d4 [-] 參數，定義於方程式(9) 

d2、d3、

d5、d6

[
2LT

M
] 參數，定義於方程式(9) 

e [-] 固體項的體積應變量 

e [-] 固體項的應變張量 

G [ 2

M
LT

] 孔隙介質的剪力模數 

h [L] 土體深度 

hc [L] 毛細壓力水頭 

Kβ [ 2

M
LT

] β 項 的 統 體 模 數

( , ,1,2)s bβ =  

ks [ 2L ] 孔隙介質滲透係數 

rk ξ [-] 流體 ξ 項的相對滲透係數

( 1,2)ξ =  

1M [-] 流體蓄水因子 

2M [ 2

M
LT

] 流體蓄水因子 

cp [ 2

M
LT

] 毛細壓力 

pξ [ 2

M
LT

] 孔 隙 流 體 ξ 項 的 壓 力

( 1,2)ξ =  

fp [ 2

M
LT

] 平均流體壓力 

*p [ 2

M
LT

] 固定外加壓力(垂直方向) 

1q 、 2q 、

3q 、 4q
[

2LT
M

] 參數，定義於方程式(15) 
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sR ξ [ 3

M
L T

] 流體 ξ 項與固體項之間的

黏滯互制阻力參數 ( 1,2)ξ =

Sξ [-] 流體ξ 項的飽和度 ( 1,2)ξ =

st [ 2

M
LT

] 固體項承受之應力張量 

uα

r
[ L ] 孔隙介質中 α 項的位移向

量 ( ,1,2)sα =  

w [ L ] 垂直方向沉陷量 

sδ 、 1δ 、

2δ
[-] 孔隙變化之無因次參數，定

義於方程式(4) 

δ [-] 單位張量 

ξε [-] 流體ξ 項的體積應變量 

ζ [ L ] 土壤總沉陷量 

ξη [ M
LT

] 流體 ξ 項的動力黏滯係數

( 1,2)ξ =  

ξθ [-] 流 體 α 項 的 體 積 分 量

( ,1,2)sα =  

2
sθ [-] 濕潤性流體飽和體積分量

2
rθ [-] 濕潤性流體殘餘體積分量

nλ [-] 參數 

m 、 n 、 λ [-] 模合參數 

ξρ [ 3

M
L

] 流體ξ 項的密度 ( 1,2)ξ =  

τ [ 2

M
LT

] 總應力張量 

φ [-] 孔隙率 

χ [ 1
L

] 模合參數 

下標符號 ,1,2sα = 、 , ,1,2s bβ = 、 1,2ξ =  

b  土壤基質 

s  土壤顆粒 

1 非濕潤性流體 

2 濕潤性流體 
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